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Metodi geostatistici
La superficie interpolata è concettualizzata come una
delle superfici possibili che potrebbero essere osservate,
tutte coerenti con i dati di input.
La geostatistica richiede l’assunzione che la variabile studiata
sia casuale, che la realtà osservata sia il risultato di uno o più
processi casuali.

Per ogni punto dello spazio non c'è solo un valore per una proprietà ma un intero insieme di valori. Il
valore osservato diventa quindi uno tra gli infiniti valori possibili assunti da qualche distribuzione di
probabilità per una qualche legge.

In ogni punto dello spazio X0 c'è una variazione di una proprietà Z(x0), concetto non presente nella teoria
classica. Tale proprietà è trattata come una variabile casuale (aleatoria) generalmente continua, con una
media, una varianza e una funzione di probabilità di densità cumulativa. Questa variabile ha una
distribuzione di probabilità da cui viene estratto il valore reale.

Se noi conosciamo approssimativamente la distribuzione possiamo stimare i valori nei punti non
campionati dai vicini campionati e assegnare gli errori alle predizioni.



Metodi geostatistici
Teoria delle Variabili Regionalizzate di Matheron (1965)
I valori delle VR tendono ad essere correlati (luoghi più vicini sono più simili ad
altri maggiormente distanti) a certe scale. La teoria di Matheron quantifica questa
correlazione.



Una variabile regionalizzata Z(x) è una variabile con valore
fortemente dipendente dalla posizione spaziale.

α = componente casuale
R(x) = componente regionalizzata

La condizione è che R(x) sia preponderante rispetto alla componente casuale

La geostatistica è la scienza che studia
le Variabili Regionalizzate

La funzione utilizzata per il loro studio è il variogramma

Le Variabili Regionalizzate



Geostatistica: flusso di lavoro
Campionamento 

(progettazione, acquisizione dati)

Analisi statistica (explanatory data analysis): Analizza le proprietà spaziali e
statistiche dei dati esame distribuzione, identificazione ed eliminazione trend,
identificazione anisotropie, ecc.

Interpolazione Calcolo superficie statistica di predizione e Carta degli errori. La
predizione dei valori incogniti avviene attraverso il modello del variogramma, la
configurazione spaziale dei dati e il valore dei punti misurati.

Stima del variogramma sperimentale e scelta del modello da utilizzare.

Diagnostica: comprendere “quanto bene” il modello predice i valori incogniti. Analisi di
errore: cross validation, validation points, ecc.



Strategie di campionamento

Non esiste alcun modo di produrre una carta di qualità
da punti misurati di bassa qualità

Burrough, McDonnel, 1998. Principles of GIS

La strategia di
campionamento è
sicuramente più
importante nell'approccio
deterministico ma
influenza fortemente
anche i risultati delle
elaborazioni stocastiche.



Campionamento

Non esiste alcun modo di produrre una carta di qualità
da punti misurati di bassa qualità

Requisiti del dataset:

•Sufficientemente ampio (numero minimo di punti per analisi geostatistica: 30-50)
•Imparziale (es, nessuna preferenza verso misure nei luoghi più accessibili)
•Rappresentativo
•Indipendente
•Acquisito con una significativa precisione (la migliore possibile in base alla scala e
alle caratteristiche degli strumenti)
•Uniformità delle misurazioni (es. stessa stagione, stessi strumenti, stesse
condizioni, ecc.)
•Tenere conto delle anisotropie
•Evitare cluster di campioni



Passo di campionamento

Il passo di campionamento deve essere relazionato alla
scala di variazione della proprietà in quella regione

Due situazioni:

Terra incognita (non sappiamo niente della scala di variabilità,
rischio di sotto o sovra campionamento, alto rischio di perdita
economica)

Abbiamo una precedente indagine (situazione ottimale,
fondamentale l’analisi geostatistica sui vecchi dati prima di
procedere)



…..attenzione ai margini dell’area di indagine



Geostatistica: flusso di lavoro
Campionamento

(progettazione, acquisizione dati)

Analisi statistica (explanatory data analysis): Analizza le proprietà spaziali e
statistiche dei dati esame distribuzione, identificazione ed eliminazione trend,
identificazione anisotropie, ecc.

Interpolazione Calcolo superficie statistica di predizione e Carta degli errori. La
predizione dei valori incogniti avviene attraverso il modello del variogramma, la
configurazione spaziale dei dati e il valore dei punti misurati.

Stima del variogramma sperimentale e scelta del modello da utilizzare.

Diagnostica: comprendere “quanto bene” il modello predice i valori incogniti. Analisi di
errore: cross validation, validation points, ecc.



Explanatory Data Analysis
Analizza le proprietà spaziali e statistiche dei dati: esame distribuzione, ricerca
outliers, ricerca trend e anisotropie, esame autocorrelazione spaziale, ecc.

Istogrammi

QQPlot



Explanatory Data Analysis
Analizza le proprietà spaziali e statistiche dei dati: esame distribuzione, ricerca
outliers, ricerca trend e anisotropie, esame autocorrelazione spaziale, ecc.

Analisi Trend



Spesso si nota la presenza di anisotropia (l’autocorrelazione dipende
dalla direzione nei dati). Esempi: inquinanti atmosferici nella direzione del
vento prevalente, flussi idrici sotterranei o superficiali, ecc.

AnisotropiaAnisotropia

ESRI

Explanatory Data Analysis



Geostatistica: flusso di lavoro
Campionamento 

(progettazione, acquisizione dati)

Analisi statistica (explanatory data analysis): Analizza le proprietà spaziali e
statistiche dei dati esame distribuzione, identificazione ed eliminazione trend,
identificazione anisotropie, ecc.

Interpolazione Calcolo superficie statistica di predizione e Carta degli errori. La
predizione dei valori incogniti avviene attraverso il modello del variogramma, la
configurazione spaziale dei dati e il valore dei punti misurati.

Stima del variogramma sperimentale e scelta del modello da utilizzare.

Diagnostica: comprendere “quanto bene” il modello predice i valori incogniti. Analisi di
errore: cross validation, validation points, ecc.



SemivariogrammaSemivariogramma
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Il semivariogramma è una tecnica di analisi statistica che quantifica il grado di variabilità di
punti a distanza crescente. Rappresenta la distanza tra i dati di input (lag) sull’asse
orizzontale e la semivarianza sull’asse verticale.
La semivarianza è la metà della varianza (quadrato della deviazione standard) tra ogni valore
Z e ognuno dei punti alla stessa distanza; è una misura della interdipendenza dei valori di
Z basata su quanto vicini essi sono (una misura del grado di dipendenza spaziale tra i
campioni)

Ogni distanza tra i punti è chiamata lag
(m) La distanza è calcolata tra tutte le
possibili coppie di punti

d1

d2

d3



Nuvola del variogramma
(variogram cloud)

La nuvola si ottiene graficizzando
le semivarianze di ogni singola
coppia con i rispettivi lag.

La nube di punti contiene quindi
tutte le relazioni spaziali nei dati
per tutte le possibili distanze tra i
campioni, ma non è una funzione
continua.
E’ praticamente impossibile
interpretarla e comprendere
l’esistenza di correlazioni spaziali.
Si rende necessario prendere in
considerazione un numero
ristretto di lag. In questo modo
sono più riconoscibili gli outlier ed è
possibile modellizzare la
distribuzione spaziale.





Semivariogramma sperimentaleSemivariogramma sperimentale
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La nuvola del variogramma viene trasformata in variogramma
sperimentale.in cui si graficizzano le differenze medie nei valori di varianza
a determinate distanze (lag prefissati).

Ogni distanza tra i punti è chiamata lag
(m) La distanza è calcolata tra tutte le
possibili coppie di punti

d1

d2

d3



SemivariogrammaSemivariogramma
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Spatially dependent Spatially independent

γ(h)

h

Correlated at any
distance

Correlated at a max
distance

Uncorrelated

• La parte più importante
del variogramma è la sua
forma nei pressi
dell’origine poichè ai
punti più vicini verrà dato
un peso maggiore
durante l’interpolazione



SemivariogrammaSemivariogramma
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• Nugget Variance – E’ una stima del residuo, rumore spazialmente
non correlato. Combina le variazioni residue degli errori di
misurazione con le variazioni spaziali che si verificano su distanze più
brevi del passo di campionamento.

Spatially dependent Spatially independent



La scelta del lag influenza fortemente  il variogramma così questa distanza
va definita con cura.
Lag troppo piccoli = troppe semivarianze medie (una per ogni lag) e alta
probabilità di variogramma inesatto.
Lag troppo grandi = poche stime di varianza,perdita di dettaglio ed eccessivo
smoothing del variogramma.

La scelta del lagLa scelta del lag
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Il variogramma può essere calcolato in diverse direzioni dello spazio.
In molti software l'utente può definire una direzionalità di variogramma in base alla
disposizione di determinati parametri ambientali (es. direzione di faglie
geologiche, reticolo idrografico, ecc.)
Sfortunatamente i dati ambientali raramente son disponibili in maglia quadrata o
rettangolare o cmq allineata.

Direzionalità del variogrammaDirezionalità del variogramma



Hengl- Practical Guide to Geostatistical Mapping of Environmental Variables

Experimental
Variogram Variogram Model



Modelli di semivariogramma

Viene	
  ada(ato	
  un	
  modello
di	
  variogramma	
  al
variogramma	
  sperimentale.

La	
  scelta	
  del	
  modello
rimane	
  un	
  processo
controverso	
  e	
  discusso	
  nella
geosta6s6ca



Modelli di semivariogramma

Sferico:
Si	
  usa	
  se	
  il	
  nugget	
  è	
  presente	
  ma
piccolo.	
  E’	
  il	
  modello	
  più
u6lizzato	
  come	
  default	
  in	
  mol6
so?ware.

Esponenziale:
Si	
  usa	
  se	
  il	
  nugget	
  è	
  rilevante	
  e
la	
  crescita	
  verso	
  il	
  sill	
  è	
  poco
ripida.



Geostatistica: flusso di lavoro
Campionamento 

(progettazione, acquisizione dati)

Analisi statistica (explanatory data analysis): Analizza le proprietà spaziali e
statistiche dei dati esame distribuzione, identificazione ed eliminazione trend,
identificazione anisotropie, ecc.

Interpolazione Calcolo superficie statistica di predizione e Carta degli errori. La
predizione dei valori incogniti avviene attraverso il modello del variogramma, la
configurazione spaziale dei dati e il valore dei punti misurati.

Stima del variogramma sperimentale e scelta del modello da utilizzare.

Diagnostica: comprendere “quanto bene” il modello predice i valori incogniti. Analisi di
errore: cross validation, validation points, ecc.



Kriging
• Kriging è una famiglia di procedure geostatistiche che

assumono la presenza di una correlazione spaziale tra
i valori misurati. Questa correlazione è stimata
attraverso la costruzione dei variogrammi.

• Di fatto la parola “kriging” è considerata un
termine generico sinonimo di geostatistica

• Fornisce non solo i valori interpolati ma anche una
stima della quantità di errore potenziale dell’output.

• Richiede una elevata interazione da parte
dell’operatore per poter essere usato correttamente

• Il nome viene da D. B. Krige, un ingegnere minerario
sudafricano che ha definito il metodo (1951) insieme a
H. S. Sichel come strumento di indagine dei giacimenti
minerari. 10 anni più tardi, prendendo spunto dal loro
lavoro, G. Matheron  formalizzò la Teoria delle V.R.



Kriging
La versione standard di Kriging è chiamata Ordinary Kriging (OK)

Può essere visto come un Inverse Distance Weighted molto più sofisticato: i pesi
anzichè determinati in modo arbitrario, riflettono la struttura di
autocorrelazione spaziale definita dalla funzione di variogramma.

Una volta definito il modello di variogramma, possiamo usarlo per derivare le
semivarianze in tutte le posizioni e risolvere i pesi di Kriging.



Alcuni tipi di Kriging richiedono particolari condizioni di utilizzo

Distribuzione normale dei dati
In molti casi i dati sono marcatamente asimmetrici e non-normali. Il variogramma è
sensibile alle asimmetrie positive; spesso queste asimmetrie possono essere
rimosse con stabilizzazione delle varianze. Se la trasformazione logaritmica porta
ad una distribuzione quasi-normale si parla di lognormal kriging



Alcuni tipi di Kriging richiedono particolari condizioni di utilizzo

Distribuzione normale dei dati
In molte situazioni geologiche ed ambientali le distribuzioni tendono ad essere
asimmetriche positivamente. Spesso la trasformazione in logaritmi dei valori
originali porta ad una distribuzione normale (coincidenza di media, moda e
mediana; bassi valori di skewness ed errore standard).





Secondo Matheron il valore di una variabile può essere modellato come una
somma di componenti deterministiche e stocastiche (MODELLO UNIVERSALE
DELLA VARIAZIONE SPAZIALE).
3 variabili separate (valutate individualmente):
1. Drift o struttura (funziona deterministica che descrive la componente
strutturale): tratta la superficie come un trend generale in una particolare direzione.
2.Piccole variazioni (funzione stocastica, residuo spazialmente correlato) rispetto
al trend generale (piccoli dossi o depressioni) che sono distribuite in modo casuale ma
sono correlate spazialmente.
3.Random noise che non è associato né al trend generale né ai dati autocorrelati
spazialmente (errori di misura)

Universal Model of Variation

z(s0) = m(s0) + x (s0) + e 

Il drift è stimato usando una
equazione matematica che meglio
rappresenta l’andamento generale
della superficie (trend surface)



Processo stazionario
é un processo in cui la funzione di densità di probabilità, la media e la varianza di
una variabile casuale non cambiano nel tempo e nello spazio.
In pratica la distribuzione del processo casuale è indipendente dalla posizione. Se
viene modificata la disposizione dei campioni in una determinata direzione dello
spazio, i parametri di distribuzione non cambiano.

Alcuni tipi di Kriging richiedono particolari condizioni di utilizzo

L’Ordinary Kriging assume la presenza di stazionarietà:

Stationary data series : mean independent of position
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Stazionarietà
La struttura spaziale della variabile è consistente sull’intero dataset

1° ordine (in senso stretto): la media è costante sull’intera
regione e non dipende dalla posizione.

2° ordine: la varianza delle differenze tra due campioni è
indipendente dalla posizione e dipende solamente dalla loro
distanza

Alcuni tipi di Kriging richiedono particolari condizioni di utilizzo

Stationary data series : mean independent of position
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Data series with trend: mean changes with position

In molti casi tuttavia i dati non sono stazionari a
causa della presenza di importanti trends.

Alcuni tipi di Kriging richiedono particolari condizioni di utilizzo
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Se è presente un trend la media
(valore atteso) non è costante ma
è funzione della posizione
(variogramma sperimentale
concavo verso l’alto).
Il dato deve essere
“detrendizzato” prima dell’analisi

z(s0) = m(s0) + x (s0) + e 



Il drift (condizione di non-stazionarietà) è un modello dipendente dalla scala.

Nella geostatistica la scala di lavoro (nominale) entra in gioco come fattore
fondamentale nell'analisi delle correlazioni spaziali. Di solito è sempre possibile
trovare una scala in cui il drift si annulla o diventa non importante.

Condizione di non-stazionarietà = drift



• Kriging stima i valori incogniti attraverso una media pesata dei punti misurati nel vicinato.

• I pesi da attribuire ai punti misurati dipendono non solo dalla distanza tra essi e il punto da
predire ma anche dall’andamento dell’autocorrelazione spaziale definita dal variogramma.

• I pesi (coefficienti) sono scelti in modo tale da rendere minima la varianza dell'errore di
stima (Minimum-variance unbiased estimator, MVUE)

• Il raggio di ricerca (neighborhood) è in prima analisi il valore del range.
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Kriging: attribuzione dei pesi (coefficienti)

Grunwald, Soil Landscape Modeling



• I 4 o 5 punti più vicini contribuiscono
spesso per l’80% del peso totale, i 10
successivi per la rimanente parte.

I pesi dipendono inoltre dalla configurazione
spaziale delle misure:

• maggiore è la varianza di nugget, più bassi
risultano i pesi assegnati ai punti vicini.

• I pesi relativi dipendono dalla dimensione del
raggio di ricerca (neighborhood):
all’aumentare di questa i pesi dei punti vicini
diminuiscono e aumentano quelli dei punti più
lontani

• Ai punti distribuiti in cluster vengono assegnati
pesi individuali inferiori rispetto ai punti isolati
alla stessa distanza

Kriging: attribuzione dei pesi (coefficienti)

Grunwald, Soil Landscape Modeling



• The unsampled location is in the middle
• Which sample points will receive equal weight?

– 2 and 4; and 1 and 3
• Which pair will receive smaller weight?

– 1 and 3
• Kriging weights are consistent with these

observations, the estimated value will fall
between the four sample points
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APPLIED GEOSTATISTICS FOR INTEGRATED RESERVOIR MODELING (Kelkar, Bahar, Ates)

1

2

3

4

• The unsampled location is in the middle
• Points 1 and 3 are located within a channel
• Which sample points will receive equal weight?

– 2 and 4; and 1 and 3
• Which pair will receive smaller weight?

– 2 and 4
• Kriging weights are dependent on the strength

of spatial relationship; not just on the distance
• The relationship is captured by variogram

Kriging: attribuzione dei pesi (coefficienti)



• The unsampled location is in the middle
• All the sample points are outside the variogram

range
• Which sample points will receive equal weight?

– All of them
• How the weights would be affected if the nugget

component of the variogram model gets bigger?
– The weights assigned will become progressively

closer
• Smaller the nugget, more confidence in the spatial

relationship, more dependence on the strength of
the relationship

• That is why, it is important to model variogram with
zero nugget unless sample measurements indicate
error
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APPLIED GEOSTATISTICS FOR INTEGRATED RESERVOIR MODELING (Kelkar, Bahar, Ates)
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– Very similar weights to all the points
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– Isolated point will receive much bigger weight
than other points

• W
h
i
c
h
c
o
n
f
i
g
u
r
a
t
i
o
n
w
o
u
l
d
h
a
v
e
m
o
r
e
u
n
c
e
r
t
a
i
n
t
y
i
n
e
s
t
i
m
a
t
i
o
n
?

– The configuration on the right

Kriging: attribuzione dei pesi (coefficienti)



Kriging: Carta delle predizioni



Oltre alla stima del valore, kriging può stimare l’errore associato al valore interpolato offrendo
una misura dell’incertezza della predizione effettuata (Prediction Variance). La Prediction
Variance esprime quindi la qualità dell’interpolazione. Solitamente è prossima allo zero in un
punto di misura.

Kriging: Carta degli errori



Kriging: Carta degli errori

Zinc data: Predicted values Zinc data: Estimated standard deviation

Ordinary Kriging



•Ordinary
•Simple
•Universal
•Lognormal
•Indicator
•Probability
•Disjunctive
•Co-kriging (multivariata)
•ecc.

Tipi di kriging



Probability Kriging

Determinare la probabilità che la variabile superi un certo valore soglia
(probability map).
Esempi: superamento limiti normativi nel contenuto in arsenico
dell’acqua potabile, valori soglia di metalli pesanti nel suolo, ecc.



Analisi multivariata (co-kriging)

Si osservano spesso variazioni associate (co-variazioni) dei valori di due o più
parametri ambientali.
Molti fenomeni sono tra loro correlati:
Condizioni igieniche e malattie
Pressione atmosferica ed inquinamento
Associazioni Pb e Ag oppure Pb e Zn

La covarianza è una misura del grado di associazione tra i
valori misurati di due variabili.

Le covarianze possono essere:
positive o dirette (Es: Alti valori di Pb sono spesso associati ad alti valori di Ag)
Negative o inverse (bassi valori di una variabile e contemporaneamente alti
dell'altra)
Nulle: nessuna associazione



Geostatistica: alcune Problematiche

• Strategia di campionamento

• Numero di punti campionati

• Errori di misurazione

• Scelta metodo interpolazione

• Effetto bordo

• Eccessivo smoothing di certi algoritmi (es. Kriging)

• Utilizzo dei valori di default nelle GUI (next-next-next-finish)

• Risoluzione (cell-size) non adatta del grid interpolato



Alcune Problematiche

Risoluzione (cell-size) non adatta del grid interpolato



NATURAL NEIGHBOR

SPLINE

KRIGING

IDW

TOPO to RASTER

Non esiste un algoritmo di interpolazione appropriato per tutte le applicazioni. La
scelta dipende dal tipo di superficie, distribuzione e qualità dei campioni, grado di
accuratezza e sforzo computazionale richiesto.

www.esri.com



Fonte: www.esri.com



Alcune immagini provenienti da:

•Lectures of Applications in GIS/Geographic Data Analysis (Department of Geography and Urban
Studies, Temple University)
•Lectures of 19th Advanced Summer School in Regional Science
•UB Geology GLY560: GIS
•www.spatialanalysisonline.com
•Tomislav Hengl- Practical Guide to Geostatistical Mapping of Environmental Variables.
2007,European Commission - Joint Research Centre - Institute for Environment and Sustainability
•Raco et. Al. (2009) - Gas emission into the atmosphere from controlled landfills: an example from
Legoli landfill (Tuscany, Italy) - Environ Sci Pollut Res
•Bisson et al. LiDAR-based digital terrain analysis of an area exposed to the risk of lava flow invasion:
the Zafferana Etnea territory, Mt. Etna (Italy) - Nat Hazards (2009) 50:321–334
•Baroni C., Noti V., Ciccacci S., Righini G., Salvatore M.C. (2005) - Fluvial Origin of the Valley System
in northern Victoria Land (Antarctica) from Quantitative Geomorphic Analysis . Geological Society of
America Bulletin, 117 (1-2), 212-228.

Every effort has been made to trace copyright holders of the materials. used in this slides. I apologize for any unintentional omissions and would be pleased to add an
acknowledgment in future editions.


